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研究与开发 

基于等维新息的 GM（2,1）递推预测模型 

岳赟，卢光跃，刘迪，董静怡 

（西安邮电大学无线网络安全技术国家工程实验室，陕西 西安 710121） 

摘  要：针对 GM（2,1）白化方程的解影响其预测精度的问题，提出了一种新的预测模型——等维新息 GM

（2,1）递推预测模型。该模型通过其灰色微分方程推导出 GM（2,1）递推预测模型的表达式，避免了对二阶

白化方程进行求解，同时解决了差分方程与微分方程之间因转换而产生误差的问题，并结合等维新息的思想

更新 GM（2,1）递推预测模型的参数。最后通过实例验证了所提等维新息 GM（2,1）递推预测模型的有效性

和实用性。 
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GM (2,1) recursive forecasting model based on  

equal dimension and new information 
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Abstract: Aiming at the problem that the solution of GM (2,1) whitening equation affects its prediction accuracy, a 

new prediction model dubbed GM (2,1) recursive prediction model of equal dimension new information was pro-

posed. The model was deduced from the grey differential equation of GM (2,1) mode, which could avoid solving the 

second-order whitening equation, solve the problem that the errors between equations and differential equations for 

conversion, and update the model parameters combining the idea of equal dimension and new information. Both the 

simulation and analysis of the example demonstrate that the proposed method is more effective and practical.  

Key words: GM (2,1) model, whitening equation, grey differential equation, equal dimension and new information, 

recursive forecasting model 

 

1  引言 

如何挖掘缺乏统计规律的小样本预测系统的

发展规律，一直是学术界的难点
[1]
。灰色系统（grey 

system）是 20 世纪 80 年代邓聚龙提出的一种针

对小样本、贫信息、不确定性问题的方法。灰色

系统理论以“部分信息已知，部分信息未知”的

小样本、贫信息、不确定系统为研究对象，通过
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对“部分”已知信息的生成、开发，提取有价值

的信息，实现对系统运行行为、演化规律的正确

描述和有效监控
[2]
。 

GM（2,1）模型作为灰色系统中最重要的预测

模型之一，已广泛应用于经济、生态、科技、农业、

生物等各个领域。GM（2,1）模型是由原始序列建

立的二阶微分方程，有两个特征根，因此动态过程

能反映出单调、非单调或摆动等多种情况
[3]
。然而

实际求解过程中存在的近似误差会对算法性能带

来影响，比如 GM（2,1）模型用梯形公式近似代替

背景值，以向前差商或向后差商近似代替灰导数，

初始条件的选取缺乏合理性等。因此，诸多学者对

GM（2,1）模型进行了改进和优化，参考文献[3]

利用最小二乘法对模型的初始条件进行修正，降低

了模型的预测误差；参考文献[4]利用新信息优先的

原理来求解预测响应函数中的 c1、c2，进而提高了

模型的预测效果；参考文献[5]利用权值 p1、p2 对

一阶灰导数和背景值进行加权组合，以提高模型的

预测精度；参考文献[6]分别利用参数 λ和 ρ对 GM

（2,1）模型的背景值进行修正，并对原始数据进行

数乘变换，以此提高模型精度。 

以上研究从不同角度对 GM（2,1）模型进行

改进，在一定程度上提高了 GM（2,1）模型的预

测精度。然而 GM（2,1）模型存在解的多样性及

离散模型与连续模型之间的近似替代问题，本文

对 GM（2,1）模型的参数估计、模拟及预测均采

用离散形式的方程，从而推导出 GM（2,1）递推

模型，然后利用新息优先的思想不断更新建模用

的原始数据，进而更新系统参数。 

2  GM（2,1）模型 

2.1  建模原理 

作为灰色预测中最重要的模型，GM（2,1）

是由原始数据序列建立的二阶微分方程，其时间

响应函数有两个指数分量，主要适合对单一时间

序列的系统进行模拟和预测。 

记长度为 n 的原始非负序列 x
(0)
={x

(0)
(1), 

x
(0)
(2),…, x

(0)
(n)}，对其进行一次累减和一次累加

生成，分别记为 {(1) (0) (1) (0) (1) (0)(1), (2), ,a x a x a x= �  

}(1) (0) ( )a x n 和 x
(1)
={x

(1)
(1),x

(1)
(2),…, x

(1)
(n)}，其中

(1) (0) (0) (0)( ) ( ) ( 1)a x k x k x k= − − ， (1) ( )x k = (0)

1

( )
k

i

x i

=
∑  

(k=1,2,3,…,n)。据此构造背景值序列 z
(1)
={z

(1)
(1), 

z
(1)
(2), … , z

(1)
(n)} ， 其 中 (1) (1)( ) ( ( 1)z k x k= − +  

(1) ( )) / 2x k (k=2,3,…,n)。
 

则称： 

 (1) (0) (0) (1)

1 2 3( ) ( ) ( )a x k u x k u z k u+ + =  （1） 

为 GM（2,1）模型，其中 ui（i=1,2,3）为待

确定的系统参数。 

记

(0) (1)

(0) (1)

(0) (1)

(2) (2) 1

(3) (3) 1

( ) ( ) 1

x z

x z
B

x n z n

⎡ ⎤− −
⎢ ⎥
− −⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

� � �

，

(1) (0)

(1) (0)

(1) (0)

(2)

(3)

...

( )

a x

a x
Y

a x n

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

，

则利用最小二乘估计出的参数 T

1 2 3
[ , , ]u u uΦ = 为

T 1 T
[ ]B B B YΦ −= 。 

式（1）对应的白化微分方程形式为： 

 
2 (1) (1)

(1)

1 2 32

d d

d d

x x
u u x u

t t

+ + =  （2） 

关于 GM（2,1）常微分方程的解
[7]
有如下说明。 

（1）若 (1)*
x 是式（2）的特解， (1)*

x 是对应齐次

方程
2 (1) (1)

(1)

1 22

d d
0

d d

x x
a a x

t t

+ + = 的通解，则 (1)* (1)*
x x+

是GM（2,1）白化方程的通解。 

（2）齐次方程的通解有以下 3种情况。 

� 当特征方程 2

1 2
0r a r a+ + = 有两个不相等

的实根 r1、r2时， 1 2
(1)*

1 2e e
r t r t

x c c= + 。 

� 当特征方程有重根时， (1)*

1 2e ( )rt

x c c t= + 。 

� 当特征方程有一对共轭复根
1

ir = +α β 、

2
ir = −α β 时， (1)*

1e ( cost

x c t
α β= +

2
sin )c tβ 。 

（3）常微分方程的特解有以下 3种情况。 

� 当 0不是特征方程的根时， (1)*
x C= 。 

� 当 0是特征方程的单根时， (1)*
x Cx= 。 
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� 当 0是特征方程的重根时， (1)* 2
x Cx= 。 

实际上绝大部分数据都是两个不相等的特征

根，下面就以此为例说明求解的步骤。 

设特征根是 r1、r2，则上述微分方程的解为： 

 1 2
(1) 3

1 2

2

ˆ ( ) e e
r t r t

u
x t c c

u

= + +  （3） 

采用最小二乘原则求解 c1、c2，使 1 2
( , )f c c =  

1 2

2

(1)3

1 2

1 2

e e ( )
n

r t r t

t

u
c c x t

u=

⎡ ⎤
+ + −⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ 达到最小。 

令
1

0
f

c

∂ =
∂

，
2

0
f

c

∂ =
∂

，得到： 

 1 1 2 1
2 ( ) (1) 3

1 2

1 1 1 2

e e ( ( ) )e
n n n

r t r r t r t

t t t

u
c c x t

u

+

= = =

+ = −∑ ∑ ∑  （4） 

 2 1 2 2
2 ( ) (1) 3

2 1

1 1 1 2

e e ( ( ) )e
n n n

r t r r t r t

t t t

u
c c x t

u

+

= = =

+ = −∑ ∑ ∑  （5） 

进而由克拉默法则求解 c1、c2。 

将 c1、c2代入式（3），并在 t=k（k=1,2,…,n）

处的值来逼近 (1)ˆ ( )x k ： 

 1 2
(1) 3

1 2

2

ˆ ( ) e e
r k r k

u
x k c c

u
= + +  （6） 

将式（6）累减还原，即可得到预测值： 

 (0)ˆ ( )x k = (1)ˆ ( )x k − (1)ˆ ( 1)x k − ，k=2,3,…,n （7） 

当 k≤n时， (0)ˆ ( )x k 为模型拟合值；当 k>n时，

(0)ˆ ( )x k 为模型预测值。 

2.2  模型的检验 

众所周知，拟合的精度是评判模型效果的核

心指标。因此，灰色预测模型必须通过精度检验

后再决定其是否可以用于模拟和预测。模型精度

的检验方法主要有 3种：残差检验法、后验差检

验法和关联度检验法，其中残差检验法是最常用

的方法。残差是实际值与模拟值之差，残差检验

实际上检验的是模拟值与实际值之间偏离的程

度
[8]
。残差检验步骤如下。 

设原始序列 x
(0)
和模拟序列 (0)

x̂ 分别为： 

 (0) (0) (0) (0){ (1), (2), , ( )}x x x x n= �  （8） 

 (0)
x̂ = (0)ˆ{ (1),x

(0)ˆ (2), ,x �

(0)ˆ ( )}x n  （9） 

其绝对误差 e(k)和平均相对误差 ξ分别为： 

 
(0) (0)

(0)

ˆ( ) ( )
( ) 100%

( )

x k x k
e k

x k

−= ×  （10） 

 
1

1
( )

n

k

e k
n

ξ
=

= ∑  （11） 

当ξ<10%且e(k)<10%，称模型为残差合格模型。 

GM（2,1）模型是由原始序列建立的二阶微

分方程，有两个特征根，能动态地反映出单调、

非单调或摆动等多种情况，然而在建模的过程中

存在解的多样性及离散模型与连续模型之间的近

似替代问题。 

3  等维新息 GM（2,1）递推模型 

为了避免建模过程中存在解的多样性及离散

模型与连续模型之间的近似替代问题，本文将提

出一种新的 GM（2,1）递推模型，该方法在建模

过 程 中 一 直 沿 用 差 分 方 程 的 形 式 。 将

(1) (0) (0) (0)( ) ( ) ( 1)a x k x k x k= − − , (1) (1)( ) ( ( 1)z k x k= −
(1) ( )) / 2x k+ 代入式（1）得： 

 

(1) (1) (1) (1)

1

(1) (1) (1)

2 3

( ) 2 ( 1) ( 2) ( ( )

1
( 1)) [ ( ( ) ( 1))]=

2

x k x k x k u x k

x k u x k x k u

− − − − + −

− + + − （12）
 

化简式（12）得： 

 

(1) (1)1 2

1 2

(1) 3

1 2 1 2

2 0.5
( )= ( 1)+

1 0.5

1
( 2)+

1 0.5 1 0.5

u u
x k x k

u u

u
x k

u u u u

+ − −
+ +

−
+ + + +  

（13）
 

令 1 2

1

1 2

2 0.5

1 0.5

u u

u u

β + −=
+ +

，
2

1 2

1

1 0.5u u

β =
+ +

，

3

3

1 2
1 0.5

u

u u

β =
+ +

，可将式（13）变形为： 

 (1) (1) (1)

1 2 3( )= ( 1)+ ( 2)+x k x k x kβ β β− −  （14） 

易知： 

 (1) (1) (1)

1 2 3( 1)= ( 2)+ ( 3)+x k x k x kβ β β− − −  （15） 
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式（14）减去式（15），整理得： 

 (0) (0) (0)

1 2( )= ( 1)+ ( 2)x k x k x kβ β− −  （16） 

其中，x
(0)
(k)为 t=k 时刻的模拟预测值，β1

和 β2 为系统的待确定值，可利用最小二乘法

求解。  

GM（2,1）递推预测模型计算简单，不需对

二阶微分方程进行求解，且避免了离散模型与连

续模型之间的近似替代，从而提高了模型的预测

精度。 

GM（2,1）递推模型只能做逐步预测，在进

行下一步预测时，需用到上一步预测的结果，每

步预测的参数估计值 β1和 β2是个定数——由原

始时序得到，随着预测步数的增加，其预测精

度有可能较快下降。为了减缓预测精度下降的

速度，本文采用等维新息递推预测模型提高其

预测精度。 

对于灰色系统而言，随着时间的推移，干扰

系统的因素不断变化，系统的状态也在不断变

化。传统灰色预测模型准确度较高的仅仅是原点

数据以后的 1~2个数据，越向未来发展，即越远

离时间原点，模型的预测准确度越低。因此，必

须引入已知信息来反映系统的变化和状态，或在

无已知信息的情况下，用灰色信息来淡化灰平面

的灰度，这种模型由于及时地引入了新的已知信

息或灰色信息，删除旧的数据，能够比较准确地

反映系统的变化状态，故称为新息灰色模型
[9]
。

而灰色预测模型长期预测的有效性明显受到时

间序列长短及数据变化的影响，数据序列太短，

难以建立长期的预测模型；数据序列太长，系统

受干扰的成分变大，不稳定因素增多，系统预测

精度下降。所以等维新息 GM（2,1）递推模型通

过在 GM（2,1）递推模型中加入等维约束条件，

弥补了灰色系统模型的不足，有效地提高预测的

精度
[10]
。

 

在原始序列 x
(0)
={x

(0)
(1),x

(0)
(2),…,x

(0)
(n)}的基

础上，去掉第一个数据 x
(0)
(1)，同时加入新的已知

数据 x
(0)
(n+1)，构成等维动态序列 x

(0)
={x

(0)
(2), 

x
(0)
(3),…,x

(0)
(n),x

(0)
(n+1)}，如此递补，依次递推，

建立等维新息 GM（2,1）递推预测模型。 

综上，等维新息 GM（2,1）递推预测模型的

建模步骤如下。 

步骤 1  构造原始数据序列 x
(0)
={x

(0)
(1), x

(0)
(2), 

(0), ( )}x n� 。 

步骤 2  将 x
(0)
代入式（16），求出 β1和 β2，

建立 GM（2,1）递推预测模型。 

步骤 3  计算 n+1时刻的预测值 x
(0)
(n+1)。 

步骤 4  更新原始数据序列x
(0)
，即令x

(0)
= {x

(0)
(2),  

x
(0)
(3),…,x

(0)
(n),x

(0)
(n+1)}。 

步骤 5  返回步骤 2，重复步骤 2~4，直至计

算完所有预测数据的预测值为止。 

4  实例分析 

1997年以来，中国互联网信息中心（CNNIC）

已连续 20年开展统计调查工作，并于每年 1月、

7月分两次发布统计报告，公布我国 Internet上网

计算机数、用户人数、用户分布、信息流量分布、

域名注册等方面情况的统计信息，为我国信息化

发展提供了重要的依据，也为政府、机构和企业

各界提供重要决策参考。根据 CNNIC第 39次发

布的《中国互联网络发展状况统计报告》，截至

2016 年 12 月，中国网民上网人数已过半，中国

网民的人均周上网时长为 26.4 h。本文选取

CNNIC于 2017年 1月发布的第 39次报告数据，

分别以手机网民规模和网民人均周上网时长为

例进行分析。 

2008—2016 年我国手机网民规模见表 1，记

表 1的数据为原始序列 x
(0)
，该数据为单调递增序

列，下面将利用 GM（2,1）模型、参考文献[4]模

型和等维新息 GM（2,1）递推模型分别对 x
(0)
中的

前 7 个数据建立相应的预测模型，后 2 个数据用

来预测，以对比 3种模型的预测精度。 

对于 GM（2,1）模型，利用 2008—2014年的

2017112-4



·59·  电信科学  2017年第 5期 

 

数据建立 GM（2,1）模型，解得 a1=0.701 9、

a2=−0.098 2、b1=24 107；对于参考文献[4]模型，

灰色建模得 a1=0.338 3、a2=−0.157 4、b1=24 441；

而对于等维新息 GM（2,1）递推模型，首先建立

GM（2,1）递推模型，解得 β1=1.842 1、β2=−0.844 7，

并得到 2015年手机网民规模的预测值（见表 2中

“等维新息 1”所在列），然后对原始数据进行一次

等维新息处理，将 2015年的实际值添加到原始序

列中，同时删除 2008年的数据，保持维度相同，

重新建立 GM（2,1）递推模型，解得 β1=1.549 6、

β2=−0.476 5，预测 2016年手机网民规模（见表 2

中“等维新息 2”所在列）。表 2描述了 3种模型

对原始序列的的拟合值和相对误差。 

由表 2 可知，GM（2,1）模型、参考文献[4]

模型和等维新息 GM（2,1）递推模型对原始序列

进行一步预测的相对误差分别为 1.09%、4.43%和

1.66%，二步预测的相对误差分别为 1.62%、8.05%

和 0.006%，2015年和 2016年手机网民规模人数

的平均相对误差分别为 1.36%、6.24%和 0.83%，

从而表明本文所提的等维新息 GM（2,1）递推模

型的预测精度优于 GM（2,1）模型和参考文献[4]

模型。 

2008—2016 年中国网民人均周上网时长见

表 3，记表 3的数据为原始序列 x
(0)
，该数据为摆

动序列，下面将利用 GM（2,1）模型、参考文献[4]

模型和等维新息 GM（2,1）递推模型分别对 x
(0)

中的前 7 个数据建立相应的预测模型，后 2 个数

据用来预测，以对比 3种模型的预测精度。 

对于GM（2,1）模型，利用 2008—2014年的数

据建立GM（2,1）模型，解得 a1=−0.358 2、a2=0.026 8、

b1=−5.523 1；对于参考文献[4]模型，灰色建模得

a1=−0.449 0、a2=−0.034 8、b1=21.397 0；而对于等

维新息GM（2,1）递推模型，首先建立GM（2,1）

递推模型，解得 β1=1.332 7、β2=−0.312 5，并得到

2015年网民人均周上网时长预测值（见表 4中“等

维新息 1”所在列），然后对原始数据进行一次等维

新息处理，将 2015年的实际值添加到原始序列中，

同时删除 2008年的数据，保持维度相同，重新建立

表 2  3种模型对原始序列的拟合值和相对误差 

年份 原始数据/万人 
GM（2,1）模型 参考文献[4]模型 

等维新息 GM（2,1）递推模型 

等维新息 1 等维新息 2 

拟合值/万人 相对误差 拟合值/万人 相对误差 拟合值/万人 相对误差 拟合值/万人 相对误差

2008年 11 760 11 760 0 11 760 0 11 760 0   

2009年 22 344 21 127 9.50% 25 836 10.67% 22 344 0 22 344 0 

2010年 30 274 30 331 0.19% 30 557 0.93% 30 094 0.59% 30 094 0 

2011年 35 558 37 050 4.19% 35 520 0.11% 35 796 0.66% 35 797 0.67% 

2012年 41 997 43 015 2.42% 41 262 1.75% 40 903 2.60% 40 684 3.13% 

2013年 50 006 49 031 1.95% 47 931 4.15% 48 389 3.32% 48 146 3.72% 

2014年 55 678 55 501 0.32% 55 678 0 57 754 3.72% 57 490 3.25% 

2015年 61 981 62 655 1.09% 64 677 4.43% 63 008 1.66% 62 465 0.78% 

2016年 69 531 70 685 1.62% 75 130 8.05%   69 530 0.006% 

表 1  2008—2016年我国手机网民规模 

 2008年 2009年 2010年 2011年 2012年 2013年 2014年 2015年 2016年

手机网民规模/万人 11 760 22 344 30 274 35 558 41 997 50 006 55 678 61 981 69 531 
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GM（2,1）递推模型，解得 β1=1.198 0、β2=−0.193 2，

预测 2016年网民人均周上网时长（见表 4中“等维

新息 2”所在列）。表 4描述了 3种模型对原始序列

的拟合值和相对误差。 

由表 4 可知，GM（2,1）模型、参考文献[4]

模型和等维新息 GM（2,1）递推模型对原始序列

进行一步预测的相对误差分别为 0.60%、28.02%

和 1.57%，二步预测的相对误差分别为 4.82%、

263.14%和 1.07%，2015年和 2016年网民人均周

上网时长的平均相对误差分别为 2.71%、145.58%

和 1.32%，参考文献[4]所提的模型对该数据的预

测效果急剧下降，从而表明本文所提的等维新息

GM（2,1）递推模型的预测精度优于 GM（2,1）

模型和参考文献[4]模型。 

5  结束语 

根据新息优先的思想，本文对 GM（2,1）

模型的参数估计、模拟及预测均采用离散形式

的方程，并通过其灰色微分方程推导出GM（2,1）

递推预测模型的表达式，从而建立等维新息 GM

（2,1）递推预测模型，该模型有效地避免了对二

阶白化方程进行求解。最后，通过实例验证该

改进模型的合理性，同时该模型有效地提高了

预测精度。 
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